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CORRIGE 1 Soit la suite (u,) définie par :
3uy,

1
up=setvneN,u =—
072 Ty 2uy
. . . 1 3x

® Soit f définie sur D =R\ -3} par f(x) = Taox

[ estune fonction rationnelle donc est dérivable sur son ensemble de définition D et :

f,(x)_3(1+2x)—3xx2_ 3 =0

(14202 (1+2x)?

Donc f est strictement croissante sur ] — oo, —% [etsur]— %, +oo[

/\une fonction est toujours monotone sur un intervalle, jamais sur une réunion d’intervalles. Par
exemple, il est faux de dire que f est strictement croissante sur | — oo, —% (U] - %, +oo[. Lexemple élé-
mentaire est la fonction inverse, qui est strictement décroissante sur R* et sur R} mais n’est pas stric-
tement décroissante sur R* comme on s’en rend compte aisément avec n'importe quelle paire de
nombres de signes opposés :

—2 < 5 et pourtant leurs inverses sont dans le méme ordre (ce qui prouve bien que la fonction inverse
n’est pas strictement décroissante sur R*).

On a besoin de calculer les limites aux bornes de 'ensemble de définition pour dresser le tableau de

variations.
xx3

3

lim ——— = lim T = — par quotient (méthode classique du mondome dominant, valable je
X—=00 X(2+}) x—>—002+} 2
le rappelle uniquement quand x — +o00 ou —co

« . 3
de méme, xl—1>I+l:loo flx) = 3

Pour les limites a droite et a gauche en —%, il faut étudier le signe du dénominateur qui tend vers 0 :

X —00 — +00

1+2x - 0 +

C’est ce tableau qui permet d’affirmer que : lim 1+2x=0"et lim 1+2x=0"

x—>—§ x—>—§

1 1
X<—3 xX>—3

3
Or, lim 3x= -3 <0, donc: lim1 f(x)=+occet lim1 f(x) = —oo par quotients de limites

X—— 2 X—— 2 X—— 2
x<—1 x>-1
Finalement, on obtient le tableau de variations suivant :
x —00 -1 +00
f'(x) + +
+00 3
2
3
2 —00




® (a) Montrons par récurrence que la propriété P(n) :«0 < u,, < 1 » est vraie pour tout 7 € N
Initialisation : ug = % et0< % < 1 donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N (cette locution permet de fixer un entier arbitraire) et supposons P(n)
vraie, c’est-a-dire :
0 < up, <1 f étant strictement croissante sur ]0;1[, par application de cette fonction aux 3 membres
de cette double inégalité,on obtient :
f0) < f(up) < f(1) c'est-a-dire 0 < u,4+ <1 (car f(0)=0et f(1)=1)
Finalement on a montré que, si P(n) est vraie, alors P(n+1) I’est aussi, c’est-a-dire qu’on a mon-
tré P(n) = P(n+1).
Comme on a montré cette implication pour un entier n quelconque, on a donc montré: Vn e N,
P(n) = P(n+1)
Conclusion : P(n) est vraie au rang n = 0 et est héréditaire, donc, par principe de récurrence, est
vraie pour tout n € N

(b) Soit neN.

=— —Uy= = =czlU
1+2u, ' 1+42u, 1+2uy, 1+2uy, "1+2u,
Or 2u, >0 car u, >0 d’apres la question précédente.

3u, _ 3uy, _un(1+2un)_3un—un—2ufl 1-u,

Up+1 — Un

1—-u, >0 car u, <1 d’apres la question précédente.

1+2uy >0 car u, >0 d’aprés la question précédente.

Finalement u,+; — u, > 0 et ceci est vrai pour 'entier n arbitrairement fixé dans N, donc c’est
vrai pour tout n € N, donc la suite (u,,) est strictement croissante.

® La suite (u,,) est croissante et majorée (par 1) donc est convergente (d’aprés le théoréme de conver-

gence monotone)
n

® Montrons par récurrence que la propriété P(n) :« u, = » est vraie pour tout n € N

37+1
1 _1
Initialisation : ug = 2 et 55— 30 o it v i donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N et supposons P(n) vraie.
3u 3X o n
Upsl = L 3 +31,, par hypothese de récurrence.
1+2un 1+2% 555

3X3n 1 3n+1 3n+1 3n+1

Done thni1 = g7 S Le2x3" T gn 4] “3x3nr1 3nrlil

Finalement on amontré: VneN, P(n) = P(n+1)

Conclusion : P(n) est vraie au rang n = 0 et est héréditaire, donc, par principe de récurrence, est vraie
pour tout n € N

1
3>1donc lim 3" =+occetdonc lim — =0
n—+oo n—+oo 31
n

Finalement, hm Up= lim ——— im
n—+oo 31(] 4 _) " n—Yoo ] + 35

= 1 par quotient de limite.
CORRIGE2 A) 1. C;=3etchaque coté donne naissance a 4 cotés donc C, = 3 x 4. Ceci se reproduit a
chaque nouvelle étape, donc VneN, C,, =3 x 4”1

2. les 3 cotés de P; sont égaux et chaque c6té donne naissance a 4 cotés égaux, donc les 12 cotés
de P, sont égaux. Ceci se reproduit a chaque nouvelle étape donc, pour tout 7 € N, les cotés de
P, sont égaux.

B) 1. Par construction, pour tout n € N, on a un+1 =1 3Un donc (u,) est une suite géométrique de raison

1
3n

q= 1donc pourtout neN, u, = u; x q"~

2. Les3x4" 1 cotés de P, sont égauxetde longueur T doncle périmetre de P, est p,, = 3 x (%) !

n-1 n-1
3. % >1donc lim (—) =+oodonc lim p,= lim 3x (—) = +oo par produit.
n—+oo\3 n—+oo n—+oo 3



C) 1. Unehauteur de longueur & du triangle équilatéral P; est aussi une médiane, donc, par théoréme
de Pythagore, ona:
u? = (“)? + h? donc h = ‘/§u1 = ?

2
Donc l'aire de P; est «f] = hx ”1 = \/Tg unités d’aire.

2. oy — Ay, estlaire de Cy, trlangles équilatéraux de cOté uy,41.
On sait qu’'une dilatation de facteur k multiplie les aires par k?, or un triangle équilatéral de coté
Un+1 est obtenu par la dilatation de facteur u,,; d'un triangle équilatéral de c6té 1, donc son

2 V3 2
aire est ofy X Uy, | = X U, .
Finalement, <f;, 1 — <f, = C;, x ‘/— X uiﬂ

— 2 n
3. Donc dp = ps1 — sy =3 x 4" 1*@’4%) =3« (;2)"_%4

Ol

).

Or oy = oy + dy, sl3 = alp + dy = o) + dy + da, et pour tout n e N* :
oy = +d1 +d2+...+dn_1
Or (dj) est une suite géométrique de raison 4 donc:

-1 -1
S de=d - ve 1-(6)T o3 ( (4)”‘1)
PR T B T 5 T 5x12 9
4\t n-l 9v3 3V3
Or lim (—) =0,donc lim de: \/_ :_\/_
n—-+00 n—+oo (= 5x12 20

n-l 3 3 8vV3 2V3
Finalement hm .szfn = hm afl + Z di =+ \/_ \/— \/_ v3 = V3
20 4 20 20 5

CORRIGE3 ~ @ f est dérivable sur ]0; +ool et f'(x) = 5 (% +1) = 55 (x* —a). Or a > 1> 0, donc la crois-
sance de la fonction racine donne v/a > v/1 puis en multipliant par /a>0,onaa>a>1>0et:

X 0 Vva a +00
f(x) - 0 +
+00 \ L +00
f o
va
Soit x € [V a; al.

vasx<a = f(/a) < f(x) < f(a) par croissance de f sur [\/a; al.
Or, f(Va)=Vaet f(a)= 4! < &4 < g, donc:
vasx<a — \/Esf(x)sa
® Ona démontré que pour tout 7 € N, u,, # 0, donc que la suite est bien définie. Démontrons par récur-
rence que la propriété (P)(n) :« uy € [v/a; a] » est vraie pour tout n € N.
Initialisation : 1y = a > 1 et on a vu précédemment qu'on a v/a < a donc 2(0) est vraie.
Hérédité :Soit n € N et supposons £ (n) vraie, c’est-a-dire :
va<uy,<a.Or, pourtout x € [y/a;al ona f(x) € [va; al, donc ya < u, < a.
Conclusion :22(n) est vraie au rang n = 0 et est héréditaire donc est vraie pour tout n € N.
® Soit neN.
Unsl — Un = 3 (— +un) Uy, = %(ui,,_”n) =5 (a u?) <0 car u, = y/a > 0 donc (uy,) est décrois-
sante.
De plus, (u,) est minorée (par v/a) donc (u,) est convergente vers une limite ¢ € [y/a; al

® D’une part lim u,. ;= lim wu,="~¢.
, n—+00 oo -
D’autre part ngrpm Upel = nl_l)rf@f(u,,) = nl_lgl@f(é).
¢ € [\/a; a] est donc solution de :
fO=0 = J(4+0)=t < 3(4-0)=0 = (’=a = (=/a.
La derniere équivalence se justifiant par le fait que ¢ € [/a; a] (donc ¢ > 0).



® u=31+2=3

1 3\_17
ur=5G3+3)=7

_ 1,17
ug = 5(37 + 13)

7
2
_ 571
~ 408

uz approche v/2 2 107° prés.

On introduit, pour n € N, v, = u, — v/a qui mesure I'écart entre u,, et \/a.

(@

(b)

(©

Soit n e N.
2
2 _ Uy—+a v
_ _1( a _1a+u Zu\/E_(n va _ Un
Vn+1—un+1_\/a—§(u—n+un)—\/a—§ "un = >4 __2u .
n n
u,=va=1 2% = 2u,=1 —= ﬁ < 1 par décroissance de la fonction inverse sur ]0; +oo[
n

Finalement, en multipliant par vfl, ona: vy < vi.

. s 1 .
Par récurrence, prouvons que la propriété 2 (n) :«0 < v, < 5 ” est vraie pour tout n € N.

Initialisation : 0 < vy <0,5donc0< vy < 2% donc 22(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons £ (n) vraie, c’est-a-dire :

0<v,< = 0<13< = 0< vy < = 0< v, <

2n 2m2 27x2
Conclusi%)n 1P (n) est vraiézau)rang n=0etest h%réditaire, donc est vraie pour tout n € N.
1t 1.
216 7 26 210 " 10 1000
n=12 = 2"=22 = 2" =4x 2! = 2" >4 x103 car 2!° = 1024 > 1000.
donc n =12 = 22" > 24000 —; 22" 5 (210)400 5 (103)400 > 11200 5 11000,

u;2 approche v/2 avec une précision supérieure ou égale 2 1000 décimales.

22n+1 °

P 1
On en déduit v4 < ? <



